1. Discrete kansruimtes 
1.1. Definitie. Een discrete kansruimte is een paar (Q‚,p), waar @ een 
eindige of aftelbare verzameling is en p een functie van Q naar 
[0,1] met 


zE plw) = 1. 
wEs 


1.2. Voorbeelden 
17. Zij A de (eindige of aftelbare) verzameling van mogelijke uitkom” 
sten van een bekennen. Veronderstel dat dit experiment n_ 
keren herhaald wordt on laat, voor iedere wE DN, fw) de Betta 
frequentie van optreden van de uitkomst w zijn: n 
f_(w) = 5 (aantal keren dat de uitkomst w is gerealiseerd). 


Dan is (Q,É_) een kansruimte. 


1.2.2. Vaak is het Zo, in de in 1.2.1. beschreven situatie, dat met een 


mm 


medeli graad van zekerheid kan worden vastgesteld dat de getal- 
lenrij (EW), En een limiet f(w) heeft. In het bijzonder doet 
dit verschijnsel zich vaak voor als ervoor wordt zorg gedragen dat | 
de verschillende herhalingen van het experiment elkaar niet kunnen 
beïnvloeden (we spreken dan van onafhankelijke herhalingen van een 
experiment). Als deze limietuitspraak geldig is voor alle w € Q on- 
der de genoemde onafhankelijkheidsveronderstelling, dan zeik He 


dat het experiment gehoorzaamt aan de experimentele wet van de 
grote aantallen. In dat geval is (Q,f) een kansruimte. 


1.3. Definitie. Zij (Q‚,p) een discrete kansruimte. Een deelverzameling A 


van @ heet een (toevallige) gebeurtenis en 
PA = x p(w) 
wEÂ 
is de kans op À. 


1.4. Stelling. Zij (Q‚,p) een discrete kansruimte. A,B,C,A,,...,A, zijn | 
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a 
gebeurtenissen. Er geldt 
de pP(AUB) + p(AMB) = pA+pB 
il. als ANB e= (Aen B sluiten elkaar uit) dan is 


P(AUB) = pA+pB 


1li. als Aj sÂg see sÂn elkaar paarsgewijs uitsluiten dan is 


n n 
pl UA) = Y pA 
k=1 k k=1 XK 
iv. Pp(AUBUC) z= pA+pBtpC - [P(ANB)+p(BNC)+p(C NA)] + P(ANB NC) 
n n 
Vv pl UA) = 5 PA — 5 P(A, MA.) + 
k=1 * k=1 * Les EFCL denn . 
k=£l 
+ L P(A, MAMA) 
Ik,l,m}e{i,...,n} Lm 
k#l, 1m, k#1 
et jd Se ) P(A MA NDA 
k k k. 
Íkjs...sksjCl1,... ‚n} i 2 J 
ts > kk | 
t s 
het (-1)P*1 


BA DA Mears AA. 


2. Voorwaardelijke kans; onafhankelijkheid 
2,1. Voorwaardelijke kans 


2.1.1. Definitie. Zij (Q,p) een discrete kansruimte; B is een deelverzame- 


ling van Q met pB > 0. Voor A CQ is de voorwaardelijke kans van A 
gegeven B gedefinieerd als | | | 


A 
pP(A|B) = Er E 


bela, Stelling.Zij (Q‚p) een kansruimte; B C Q met pB > 0. Dan is 


(B‚p(.|B)) een kansruimte. 


2.1.3. Stelling. (Q‚p) is een kansruimte. H CQ en H‚ Hos. sH, C AQ zijn 
zo dat pH > 0, PH, > 0 (iz 1,...‚n). Verder veronderstellen we 


dat (Hy, ...,H_} een partitie van Q vormen ds 1 H = Û voor 
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Lfjend, UH, U. U B © Q). Er geldt 


on P(ANH) = p(A|H)*pH 
1äs PA =S HIA JEDE Bemet p(A|H_) “pH, 
p(A|H)p(H,) 
EI p(H, |A) pn At Keel ven Baes) 
| E p(A|H.)p(H.) | 
j=1 el J 
Onafhankelijkheid 


Definitie. 1. Twee gebeurtenissen A en B in een kansruimte (Q,p) 


heten onafhankelijk als 
P(AMB) z= pA*pB 


ke ON gebeurtenissen Aj sÂg sees sÂ, in een kansruimte (Q,p) heten 


onafhankelijk als voor iedere greep ÜJa sees sdi CG Ilsaavsitt seldts 


P(A; NA; MN... NA. ) = PA, “PA. *... * DA. … 
Dn al de de Tk 


. Stelling. Laten Aj see sÂ, onafhankelijke gebeurtenissen in de kans- 


ruimte (Q,p) zijns; Bj»---…B, zijn gebeurtenissen waarvoor geldt: 


B. = A. of B. z= AC iz Asanes). 
3 j 3 5 Rene 


Dan zijn Bis--->B, onafhankelijk. 


. Productkansruimtes 


Stelling. (UjsPidse-esCA oP) zijn kansruimtes. Definieer de functie 


Pp op Ù = MjXQ,X...X0, door 


P(wjswz,ee sw) = Palwy)p2lwa)...p, (w_). 


Dan geldt: 


1. (Q,p) is een kansruimte 


li. Voor iedere keuze van Â. C Ù, (JJ = 1,...‚n) geldt dat de gebeur- 
tenissen oe = Apel A br, in SLD) onafhanke- 
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Stochastische variabelen 
Definitie. Zij (Q,p) een kansruimte. Een functie X : Q > IR 
heet een ((Q,p)-) stochastische variabele. De functie 

f(x) = pl {w E 2|X(w) = x}] B P(X = Xx) 


heet de kansverdeling van X. 


Voorbeelden. 
Q = Bi met Ne = 10s1rs rm S [O1 (Asp) is een kansruimte, door 
te definiëren: p(0) = 1-m;3 p(1) = mT. Op de manier de 2.6 kan nu 
Q tot een kansruimte gemaakt worden door de definitie 
P (wi need) = plw,) plus) …. pw) 
X : Q > IR is gedefinieerd door (binomiale of Benouilli verdeling): 
X(wy se. sW) = Wi FH Wz H.+ Wo 
Dan is X een stochastische variabele op (Q,P) waarvan de kans- 
verdeling gegeven wordt door 


zindert kk 
Ë‚(k) = GT (1-7) 


(k E IN, OS ks$<n). 

Q bestaat uit die eindige rijen beende uit O-en en 1-en, waarvan 
alle termen behalve de laatste 0 zijn, terwijl de laatste 1 is. 

Q wordt een kansruimte door te definiëren 


PLD sea 0D Ak = C-m) Pir. 
ev 


n-i X 


Als N(w) de lengte van de rij w voorstelt dan is N een stoalestidens 
variabele op (Q‚,p) met kansvesdentne (geometrische verdeling): 

Ey (n) = Gn Sn (n € IN; n > 1). 
Q bestaat uit alle eindige rijen met termen uit {0,1}, waarin 
precies n maal een 1 voorkomt, terwijl op de laatste plaats 
altijd-een 1 staat. We maken Q tot een kansruimte door te 
definiëren 

pw) = (er) WIA n 


waarin N(w) weer de totale lengte van de rij w voorstelt. 
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N is weer een stochastische variabele op (Q‚p) en 
nee et 
Zij (Q,p) een discrete kansruimte. A is een deelverzameling 
van ®. De functie 
= 
1, wo) _ 1 als w Â 
| 0 als wE&éA 
heet de indicator van A; het is een stochastische variabele'op 


(Q,p) met kansverdeling: 


ECD) = PA; £1,(0) = 1-pÂ. 


Verwachting. 


Beschouw de situatie van voorbeelden 1.2.1 en 1.2.2. Zij X 
een reêle functie op Q. Laat bij een rij onafhankelijke her- 
halingen van het experiment, wi sWz s…«« de uitkomsten voorstellen. 


De bijbehorende waarden van X zijn dus X(wi ),;Xlws ),... Men berekent 


eenvoudig: 
n 
en 5 X (wi) > E_w).Xlw) 


k=1 WEN 
en dus (experimentele wet grote aantallen) 


n 
lim d E Kw) =E flW)Xw). 
nr>oo a k=1 wen 


In overeenstemming hiermee geven we de volgende 
Definitie. Zij X een stochastische variabele op de kansruimte 
(Q,p). Onder de verwachting EX van X verstaan we: 

EX = 2 X(w).plw) 


wEN 
als deze (mogelijk aftelbare) som bestaat. 


.‚ Stelling. Zij X een stochastische variabele op de kansruimte 


(Q‚p) met kansverdeling f en bereik X(Q) = R. Veronderstel 
dat de verwachting van X bestaat. Dan geldt: 
EK = 5 xfx). 
XER 


Als omgekeerd de som in het rechterlid convergeert, dan bestaat 


EX en dezelfde identiteit geldt. 











Voorbeelden. 
Voor de stochastische variabelen van voorbeelden 3.2.1. Em 


3.2.4 geldt achtereenvolgens 


d n 
EA =S nms EN = Ts EN = mn El, = pÂ. 


Definitie. X en Y zijn stochastische variabelen op een kans- 


ruimte (Q,p); a is een reëel getal. De stochastische variabelen 


ax, X+Y, XY zijn als volgt gedefinieerd: 

(aX)(w) = a.X(w). (X+Y)(w) = XW) + Ylw) 5 (XY) (w) = tu. 
Stelling. Voor twee stochastische variabelen X en Y en een reêel 
getal a geldt | 


E(laX+Y) = a.EX + EY 


Variantie. 
Definitie. De variantie, var(X) van een stochastische variabele 
X op een kansruimte (Q‚,p) wordt gedefinieerd door: 

var(X) = El X-EX]?. 
stelling. a en b zijn reële getallen; X is een stochastische 
variabele op een kansruimte (Q,p). Er geldt: 

var(aX+b) = a? var(X). 
Stelling. (Tchebychev). Zij X een stochastische variabele Op 
een kansruimte (Q‚,p) met variantie oc? . Dan geldt voor iedere 
a > 0 

1 


pl [X-EX| > aol S 22e 


. Definitie. De covariantie cov(X,Y) van twee stochastische 


variabelen X en Y op een kansruimte (Q,p) is gedefinieerd door: 
cov(X,Y) = El (X-EX) (Y-EY)]. 
otelling, Voor de som S van een aantal stochastische variabelen 


Xi ska sees sX op een kansruimte (Q,p) geldt: 
n n n 
var(S) = ZX var(X,) > X cov(Xy,Xs). 
k=1 k=1 j=1 J 
jk 
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88. Uitbreiding tot continue stochastische variabelen. 


In een algemenere theorie van niet-discrete kansruimtes kan 

| de kansverdeling van een stochastische variabele niet meer 

op de manier van 3.1 bepaald worden. (Het komt dan bijvoorbeeld 
vaak voor dat p(X = x) = O0 voor alle x € R). In veel gevallen 
kan dan wel de kansverdeling van een (of meerdere) stochastische 
variabele bepaald worden Hia kansdiechtheden. 


3.5.1. Definitie. Een kansdichtheid is een niet-negatieve functie f 


OEE TRE VREE A GE 


op IR met: 
J- 00 
FEC drs Ae 


em OO 


3.5.2. Definitie. Een stochastische variabele X heeft kansdichtheid fy, 





als voor iedere x € IR geldt: 
X 
P(X Sx) = SE (ED dE 
een eindig aantal stochastische variabelen Xi Xa pere sX heeft 


, simultane kansdichtheid Pa als voor alle Xi 9% 2e ee Xn E IR 





3.5.3. 3.3.5, 3.4.1 t/m 3.4.5 blijven dan onverkort geldig als we de 


| geldt 

| | X1 Xn | 

| Pl X, & Xi 9 Xn S Xl = As  e Kl B Rs Bahn ee 9 ee e End, . … 
|  e de, 


verwachting EX van een stochastische variabele X met kansdicht- 


heid f, definieren door: 
+00 


EX = Sxf,(x)dx. 


_ OO 


3.9.4, Voorbeelden van kansdichtheden met bijbehorende verwachtingen 


en varlianties. 


Ns 


(x-u)? 
Eer aa 





in f(x) a en s EX = us var(X) = 0? 
V2n.0 | | 
(normale of Gauss-verdeling). 
2. Fy) =ae (xx > 0) en = 0 (x <0); EX =d 5 var) = 5 


(negatief exponentiële verdeling). 
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Voorwaardelijke verwachting; onafhankelijkheid; wet van grote 


aantallen. 

Voorwaardelijke verwachting. 

Definitie. Zij X een stochastische variabele op een discrete 

asvnites (Q,p);5 A is een deelverzameling van &Q met pA > 0. 

De voorwaardelijke verwachting van X gegeven A, E(X[A) 1S ge- 


definieerd als 


E(X|A) = EZ X(w)plwlA). 
wEr 
Als in 3.3.2 geldt weer | 
‚ Stelling. E(X[A) = ZE. xp(X = xlA). 
xExX (2) 


Laten X en Y stochastische variabelen op een discrete kansruimte 
(Q,p) zijn en zij y € IR zo dat p(Y = y) > 0 is. Dan is 
E(X|IY = y), gedefinieerd als in t.1.1, een functie van ys LIN), 
zeg 

E(XIY = y) = g(y). 
Definitie. De stochastische variabele E(X[Y) -de voorwaardelijke 
verwachting van X gegeven Y- is gedefinieerd als: 

ECKIL) = e() 


waarin g de boven gedefinieerde functie is. 


„Stelling: BLECXIY)I =:EX. 


' 


' Onafhankelijkheid. 


. Definitie. ji. Stochastische variabelen Ki oa sere oX op een 


discrete kansruimte (Q‚p) heten onafhankelijk als voor alle 


Xi 5X2 se ee, E IR geldt: 


n 


p[ X, =X1 zee sÁ =X | = P(X: zxr hep Xs Rd ews P(X Xx). 


En 
ij. Stochastische variabelen Xi Xa see Xn met kambdichtheden 


fi sfasesesf, heten onafhankelijk als voor de simultane 


| _ Q — 
| kansdichtheid a geldt 
Ê, vee Dn 8 ErErd mes f_ CE. 


U.2.2. Stelling. Als de stochastische variabelen X en Y onafhankelijk 
zijn, is de voorwaardelijke verwachting E(X|Y) eonstant en 
gelijk aan EX. Verder is cov(X,Y) = 0. | 3 
_ _H,2,3. Stelling. Gebeurtenissen Ai sAa se ««sAn zijn onafhankelijk dan 


en slechts dan als de bijbehorende indicatoren 1 3e -+>1A, onaf- 
î | 


EE A BA EN DO TE 


hankelijk zijn. 


U.2.b. Stelling. Voor onafhankelijke stochastische variabelen Xi oXa sees Kn 


geldt 


EE RE ON OE RAPE ER EN Te 


Ts EX, Xs zen de = EX, e EX e ee EX 


n n 


ij. var(X, + X) +... + Ad fs vant) + vaat var(X_). 
H.2.5. Stelling (zwakke wet van de grote aantallen). 
Xi »X2 5... zijn onafhankelijke stochastische variabelen met 


dezelfde kansverdeling met verwachting u en met eindige variantie. 


Er geldt, voor alle e > 0 
| n 
& X% 


„ul > el = 0. 
k=1 5 


d 
| lim pl |= 
Ties ln 


>. Voortbrengende functies; karakteristieke functies; centrale 
ESL SLAGERS LUNCLTGSS Centrale 
limietstelling. 
5.1. Zij X een stochastische variabele op een kansruimte (Q,p) met 


waarden in IN: 


5.1.1. Definitie. Onder de voortbrengende functie Ë, van X (ook wel: 
van de kansverdeling (p‚)) verstaan we de machtreeks 
f(z) = E PD Kk, Ez” 


z 
a KEIN k 
Deze machtreeks convergeert tenminste voor |z| < 1. 
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Stelling. Zij X een stochastische variabele met waarden in IN. 
De verwachting van X, EX bestaat dan en slechts dan als 


lim f(z) bestaat en dan is 
zÎ 1 
EX = lim f(z). 
zt 1 | 
Analoog: de variantie van X is dan en slechts dan eindig als 


lim f''(z) bestaat en dan is 
zf 1 X 
En . r ' a t 2 
var(X) = Ee [É(z) + f(z) f(z) dn 


Stelling. Xi sees Xn zijn onafhankelijke stochastische variabelen 
met waarden in IN. Dan is | 


Cal BE bad Ep CE) enn Haris 
n n 


Ey, +X) +... +X X1 Xa 


Stelling (continuïteitsstelling). 


(a n° KEIN is, voor iedere n € IN een kansverdeling met voort- 
: oo 
brengende functie A (z) z a en Voor het bestaan van 
k=0 ""* 
a, = lima | 
k abe k;n 


voor iedere k, is nodig en voldoende dat 


Alz) = lim A (z) 
ne À 
bestaat voor iedere z € ]0O,1[. Dan geldt bovendien dat A(lz) de 
voortbrengende functie is van de rij Car rem! 
Alz) = Zaz 
k=0 
) is niet noodzakelijk een kansverdeling. Voorbeeld: 
5 È als k = n 


0 als kn. 


a, = 0 voor alle k € IN. 


A(z) = zh; Alz) = 0. | 


Naar analogie definieert men voor willekeurige (dus niet nood- 


zakelijk op een discrete kansruimte gedefinieerde) stochastische 


variabelen: 


EEE EE Ee EEn eg ED SENIA id IEN AE BE A AE Eg TE DE EE EE AN dE 
Te Be eten Re En eme dn an kem ee en see te 


Te dede 


De 


Be A alks 


5. 


bn 


2. 


2. 


Cr 


De 


_ 1Ì =— 


Definitie. De karakteristieke functie Ò van een stochastische 


variabele X is de, op IR gedefinieerde functie 


Ct) = elk (te m). 
Er geldt: 
Stelling. i. Zij X een discrete stochastische variabele. Dan is 
CE) = EZ eitXp(x ex). 
KEIR 


ij. Laat X een kansdichtheid f hebben. Dan is 
+oo 
Ct) = fe “foar. 


ili. De nende van een stochastische variabele is SS 


door de karakteristieke functie bepaald. 


Verder gelden de analoga van stellingen 5.1.25 5.1.3 en 5.1.4: 
Stelling. X is een stochastische variabele met karakteristieke 
functie De 
i. Voor het bestaan van ElX| is nodig en voldoende dat by continu 
differentieerbaar is in t = 0. In dat geval is 
_ gh | 
EX = ib, (0). 
ii. Voor het bestaan van de variantie van X is nodig en voldoende 
dat De tweemaal continu differentieerbaar is in t = 0. In 
dat geval is: 
EVE Om ak MI 
EX 6,0) 
dus 
var(X) = EX — (EX = -6y(0) + 64(0). 
Stelling. Xi ska eee rXn zijn onafhankelijke stochastische variabelen 


met karakteristieke functies P 4 see sÔXjr Dan geldt 
1 


Peak = by, CH ë b, CH) ken bx Ct). 
Stelling (eontinuiteitsstelling). CX he is een rij stochastische 


EIN 


variabelen met karakteristieke functies Cx) nEIN f is een 


kansdichtheid, met karakteristieke functie #: 
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—- 1? — 


+ 00 n. 
(tE) = Je “f(x)ax. 


= OO 


Nodig en voldoende voor het geldig zijn van de volgende 


limietrelatie: 
b 
Va.b E IR lim plaS$XsS bl = ff(x)dx 
pn n 
a Ss b nr>oo a 
1s: | 


lim dyx_ CE) = dt) 
no Ì 
voor alle t € IR. 


Voorbeelden van karakteristieke functies. 
esn Ven KarakLteErlIStieKke TUncCties 


1. X is normaal verdeeld met verwachting u en variantie o?: 
_r (x=)? 
L ä 8 


de kansdichtheid van X is dan e en de karak- 





/2m.0 
teristieke functie: 


barn ted 4 
blt) = bn 30E, 
X 
2. X heeft een negatief exponentiële verdeling met parameter 


A > 0: 


de kansdichtheid van X is Ae \X (x > 0) en de karakteristieke 


functie: 
nn 
kit 


3. X heeft een binomiale verdeling: 


bt) = 


REK Ss Kh = Cra (OS ksS$<n). 
De karakteristieke functie van X 15 


bt) = [(1-mT) + rein 


De Centrale Limietstelling. 


CX EIN zijn onafhankelijke stochastische variabelen met dezelfde 


verdeling. We veronderstellen dat de variantie van de a 


bestaan. 


| n 

Stel EX, = HU 53 var(X_) = 0? en 8 = XE Xi Dan geldt voor alle 

a,b € IR met a < b: _ 
Sn nu 

lim las Sb] = 


1 
nr>oo | o/n /2m 














A.1. 


ale 


. Stelling. Zij f(z) = 


A1 
Appendix. 
Enkele stellingen over machtreeksen. 
Stelling. Een machtreeks Tr convergeert voor alle z waar- 


voor |z| < R en divergeert voor alle z met |z| > R,‚ waarin R 


de convergentiestraal van de machtreeks is, waarvoor geldt: 


Leens 


R = (lim sup Vla )7*. 


De convergentie is uniform op ieder segment [-u,+tul met u < R. 
Als f(z) de waarde van de machtreeks voorstelt voor |z| < R 


dan geldt: 
oo ad b oo „n+1_ n+1 
F'(z) se 2 na z Cal Se iteslass Di Ban 
e en n+1 
n=0 a n=0 


(-RSaS<bsS<R). 


tt MB8 


n p 
az een machtreeks met convergentie- 
n=0 


straal R > 0. Er geldt: f is oneindig vaak differentieerbaar 
in z = 0 en 
Cn) 
ne Ë (0) 
n n; 


Omgekeerd, als f een functie is, die in een omgeving van z = 0 


oneindig vaak differentieerbaar is, dan is 


£D) (0) _n 


f(z) = À = Z (Taylor). 
= () * 


n 


. Voorbeelden. 


1. De exponentiële functie: f(z) = eZ; £P) (7) = e“, dus 
Z ® 
e = X wt CR = 0), 
fis 
n=0 
2. Het binomium van Newton: f(z) = (1+2)*; sm z) = ala-1) 
(a-n+1) . (1+z2)S PE, 
dus: (1+2)® os 5 a(a-1) ee (a-n+1) „ 
: = gn . 
n=0 Ee | | 
Voor de coêfficient all ee, LarntD) worat ook wel geschreven ). 


Merk op dat 


(&) " a | 


vent ERN 
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«1e 


A2 
(_) = 0 (a EC Za S ni). 


3. De logarithmische functie f(z) = log(1+z). 


n+1 n 


ED dae eh Ela Edet mrs. 


Dus 


oo n 
logltez) = > (sijn Ze (R = 1). 
n=1 


Machtreeksen met positieve coëfficienten. 


oo 
En n 
= 2 

Stelling (Abel). Zij f(z) Rts een machtreeks met a, > 0 
voor alle n en met convergentiestraal R > 0. Veronderstel dat 

a = lim f(z) 

zÎR ‘ oo Ei 
bestaat. Dan convergeert X ank en 
oo n=0 
Zar" za. 
n 

n=0 


Combinatoriek. 
Stelling. E‚,...;E, zijn verzamelingen met resp. Dy sees Dj 
elementen. Dan bestaat E‚ x EE) Xx .….. X E, uit Dy Mg Di 


elementen. 


‚ Gevolg. A en B zijn verzamelingen met respectievelijk n en r 


elementen. Dan bestaat 
B 
A = {ff : B > A} 
uit nl elementen. 


Gevolg. Een verzameling A bestaande uit n elementen heeft Den 


deelverzamelingen. 


‚ Definitie. Een permutatie van een verzameling A is een bijectieve 


afbeelding van A op zichzelf. 
Stelling. Er zijn n: permutaties van een verzameling met n ele- 
menten. 


ê é n | 
Stelling. Een verzameling van n elementen heeft Ge) deelverza 


melingen met k elementen. 





GE 4e PF 








A3 


Definitie. i. Een (k-) partitie van n(€ IN) is een greep 
k 
(opeens) van natuurlijke getallen met X rp. = n. Zij a 


j=1 J k‚n 


het aantal k-partities van n. 


il. Een strikte k-partitie van n is een k-partitie van n waarvan 


alle termen positief zijn. 


Ì HRe att gts nikkel 8 
Stelling. Sien” ( n’ { dk ek e be ke ) 


mn DE ie 
Ge erk) 


en Bie 


Stelling. Zij A een verzameling bestaande uit n elementen; B is 
een deelverzameling van A bestaande uit k elementen. Nu is het 
aantal deelverzamelingen van A, bestaande uit r elementen, 


waarvan de doorsnede met B bestaat uit x elementen gelijk aan 
rn 
a (OSxSr). 
6) 
(merk op dat de formule het juiste antwoord geeft (nl. 0) als 


xe kk). 
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OPGAVEN KANSREKEN ING 


Bereken, d.w.z. geef expliciete uitdrukkingen voor de volgende 


reeksen 
a 7 ze Db T nzaT1 Cc B n2zh d E 1 zh 
. al | ® n=1 n=0 n=onin+1) 
oo n eo znr2,ntl a „èn 
ee... E Fe Zoer. Ee kr 
enn n=0 n. neg He 


a t/m d, voor |z| <1, e.t/mg.voor z € IR. 


Geef de machtreeksreeksontwikkeling van de volgende functies en 
vermeld daarbij de convergentiestraal 


22+1 


ze Bled = ze Ba Pluie ms, B BCe sad dee mi. 
5 





Gebruik bij opgave 1 en 2 deel A1 van de appendix. 


Gegeven is de volgende kansruimte 


Q= (ALs diets Zedstabebije ls Zsa 40e 0) 


LEY … LDS T+2) 
p(i,j) = 1059 


Bereken de kans op de volgende gebeurtenissen 


a. A; = {(1,3) | j willekeurig} 


b. B; = {(i.j) | i willekeurig} 


e. Co = (Ci, | itj U}; C 


4 = Edsel. 


2 


Bij korrekte berekening volgt uit a. en b. dat p(li,j)= PA;- ‚pB;. 
Geldt dit, voor deze 2, onafhankelijk van de functie ps; of kunt 


u een tegenvoorbeeld geven waarbij dit niet geldig is? 


Gegeven is de volgende kansruimte (Q,p): 
DEN Be tsaar tte) 

Bereken pA voor de volgende gebeurtenissen: 
a. A > {ilizrk} kE€ IN 

{il i=0 of i deelbaar door 3}. 











Es 


OPGAVEN KANSREKENING 


Letters in Morse-kode worden gevormd door een rij punten en 
strepen (b.v, ==.=..). Hoeveel letters kunnen er gevormd worden 


met 10 of minder symbolen? 


À gooit 6 dobbelstenen en wint iets als daarbij minstens Één 6 is. 
B gooit 12 dobbelstenen en wint iets als daarbij minstens twee 
6-en zijn. Wie heeft de grootste kans om iets te winnen. 

(N.B. Geef bij het oplossen van dit vraagstuk precies aan welke 


kansruimte(s) u beschouwt). 


De verzameling A bevat n elementen. B CG A. B bevat N elementen. 
Er wordt een steekproef ter grootte r getrokken uit A, Bereken 
de kans dat in deze steekproef geen elementen van B voorkomen 
a) als de steekproef met teruglegging wordt getrokken 

b) als de steekproef zonder teruglegging wordt getrokken. 
Vergelijk de onder a) en b) gevonden antwoorden voor het geval 
n = 10 N= 5 en r = bk, 


(N.B. Geef ook hier weer duidelijk de kansruimte(s) aan!) 


Meer opgaven van dit type zijn te vinden in Feller, SII.10 
n EN, n > 2. Bewijs: 

a) 1 -= CD + He Sh arr =S U 

Bt HHR ian HRE 

SOD 8 DEN RS Hamme ED 


OT s BD (ON ebt OON B mer Sm 


a > 0 (niet noodzakelijk geheel), k € IN 
zewlj Ds 
hee 


iS 
k 


n EIN. Bewijs: a) (22)272 = (-1)7(C5) 


1 g2n=2 -2n+1 


| S n=1,3 
b) aide = (=1) Gn 
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EO. 


OPGAVEN KANSREKENING 


Er worden k willekeurige cijfers (O0 t/m 9) opgeschreven, 
De volgende gebeurtenissen worden gedefinieerd, 

A: Er is géén O0 bij 

B: Er is gêên 1 bije 

C: Er is géén O0 en géén 1 bij. nm 
D 0 


De cijfers en 1 komen niet allebei voor. 


a) Bereken.pA, pB, pC en pD. 


b) Welk verband is er tussen A, B, C en D 


Iemand heeft n sleutels waarvan er maar één past. Hij probeert 
ze achter elkaar (zonder teruglegging). Bij de k-de poging gaat 
het slot open. k kan de waarden 1 t/m n aannemen, Laat zien dat 
alle waarden van k even waarschijnlijk zijn. ee || 
Een groep bestaande uit 2N jongens en 2N meisjes wordt in twee 
gelijke groepen verdeeld. Bereken de kans p dat elke groep even- 
veel jongens als meisjes bevat. Geef een benadering voor p 


gebaseerd op de formule van Stirling (n! * /2mn niet), 


asbse,d zijn niet-negatieve gehele getallen: atbtcetd=13. Bereken 
de kans pla,b;,c,d) dat Noord, Oost, Zuid en West respectievelijk 
asb;c en d schoppen hebben. En Pe nd 


Vervolg 14. 
p*(a,b;c,d) is de kans dat één van de spelers (het doet er niet 
toe wie) a schoppen krijgt, een tweede b, een derde c en de vierde 


d schoppen krijgt. Bereken p*(5,4,3,1), p*(Uh,4,3,2), p*(h,u,U,1). 





ib 
E 
t 
E 
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} 
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ds 


goes 1 8 ® 


et 


19, 


20, 


In een vaas zitten n rode en N=-n witte knikkers. N is bekend, 
maar n is onbekend. Om n te weten te komen wordt een steekproef 
ter grootte r (zonder teruglegging) uit de vaas getrokken. 
Daarvan blijken er x rood te zijn. 
Bepaal de maximum-likelihood schatter van n, d.w.z. doe het 
volgende. | 
a) Veronderstel n bekend en bereken 

Pn(x) = kans dat de steekproef Xx rode knikkers bevat. 
bD) Bepaal die waarde van n waarvoor (bij gegeven Xx) pn(x) 


maximaal is. 


bk‚n is het aantal strikte k partities van n, d.w.z. het aantal 

rijtjes (rP4sssssfje) die voldoen aan 

Ee Pe 
k 
5 

Led 


GND Voor 1 Aranak 


11) ri == n. 


Bereken bron m.b.v, de volgende stappen. 
a) Definieer f(x) = (x+x?4+x?ta4xtr,,.)kK 


Laat zien dat f(x) B à 
aat zien da Xx) = Xs 
| | a kn 


b) Geef een machtreeksontwikkeling van f(x), o.a. gebruikmakend van 
het binomium van Newton. 


e) Combineer a) en b) om Bron te vinden, 


Men werpt k dobbelstenen en noteert als uitkomst hoeveel enen, 
tweeên,...,zessen er verschenen zl 


Hoeveel verschillende uitkomsten zijn hierbij mogelijk? 


Men verdeelt r4 witte en ry rode knikkers over n vazen en noteert 
als uitkomst hoeveel rode en hoeveel witte knikkers elke vaas 


bevat, Hoeveel verschillende uitkomsten zijn hierbij mogelijk? 


Men verdeelt r knikkers over n vazen en noteert als uitkomst 

hoeveel knikkers elke vaas bevat. 

a) Bereken, onder de veronderstelling dat al deze uitkomsten even 
waarschijnlijk zijn, de kans Jk dat een gegeven vaas k knikkers 


bevat, 


b) Laat zien dat, als n>ë; Ak een dalende rij is (en dus maximaal 
is voor k = 0), | 


rdt een en eee 


OPGAVEN KANSREKENING 


21. Er wordt met 3 dobbelstenen gegooid, Als gegeven is dat alle 


drie dobbelstenen een verschillend aantal ogen tonen, bereken 


dan de kans dat Éên daarvan een 6 toont. 


2. Er wordt met 10 dobbelstenen gegooid. Bereken de kans op twee 


| of meer zessen, gegeven dat er minstens een zes bij is. 


„23, In een boutenfabriek nemen de machines As B ED CG DEED. 294 35 
en 40% van de totale produktie voor hun rekening. Van de door 
A geproduceerde bouten is 5% ondeugdelijk. Voor B en C zijn 
dit resp. Hs en 2%. Een willekeurig uit de produktie gekozen 


bout blijkt ondeugdelijk te zijn. Wat is de kans dat deze bout 


rj TEEN B Ge En 


afkomstig is van A, B en C? 


2, 5 op de 100 mannen en 25 op de 10.000 vrouwen zijn kleurenblind. 
Wat is de kans dat een willekeurig gekozen persoon een man is, 


als gegeven is dat deze kleurenblind is? 


25. Dobbelsteen A heeft bk rode en 2 witte kanten, dobbelsteen B 
heeft 2 rode en hk witte kanten. Een zuivere munt wordt éénmaal 
opgegooid. Als kop bovenkomt heeft men dobbelsteen A gekozen, 
anders B. Met de gekozen dobbelsteen wordt nu verder gegooid. 
a) Laat zien dat de kans dat bij de jee worp met de dobbelsteen 
rood verschijnt gelijk aan 4 is. | 
b) Bereken de kans dat bij de derde worp rood verschijnt, als 


bij de eerste twee worpen rood verschenen is. 





Ge en En Eee RED NEN DE EEN EER IN ENE SE er OE EE ER re RE en EEE in an rn end in EE eK na ni 


ED ENEN 


EERE A AE A EPE Re MEE 
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28. 


28. 


OPGAVEN KANSREKENING 
Wij beschouwen de volgende kansruimte 


, E 
a = Els bna pi) = ge 


AS AdlssSanvasd) Be ELA0ell ast C = {1,18,,44425}e 
Laat zien dat 
a) P(ANBMNC) = pA.pB.pC. 


b) A, B en C zijn niet onafhankelijk. 


In een bepastde kansruimte (Q,p) zijn de gebeurtenissen 
A, B, C en D onafhankelijk. Laat zien: 

a) A en BUC zijn onafhankelijk 

b) ANB en CND zijn onafhankelijk 

c) AUB en CND° zijn onafhankelijk  (D° = Q\D). 


De gebeurtenissen Ajs-.»À zijn onafhankelijk. pA 


n k 7 Pre 


a) Bereken de kans P dat geen van deze gebeurtenissen optreedt. 


EEEN 5 a Dy 


b) Laat zien dat p S$ gen é 


Men werpt een dobbelsteen net zolang totdat de eerste zes 
verschijnt. Beschouw de volgende gebeurtenissen: 

A;: het aantal benodigde worpen is precies i (i=z1,2,...) 
B: het aantal benodigde worpen is minstens i (iz1,2,...). 
Bereken 


a) PA; 
b) pB; ennn 4 
c) p(A,|B3) 








SZ. 
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OPGAVEN KANSREKENING 


Voor het berekenen van de verwachting maak gebruik van stelling 
Sedan VELE Z xef lx), waarbij R het bereik van X is, 

xXEeR 
R= X(Q)). 


Er wordt twee maal met een dobbelsteen geworpen. Laat X de som 
van beide uitkomsten zijn. 

a) Geef de kansverdeling fy(x) van X, 

b) Bereken EX. 


Er wordt net zo lang met twee munten gegooid, totdat er tegelij- 
kertijd twee kruisen te voorschijn komen. Laat de stochastische 

variabele N het aantal worpen zijn dat hiervoor nodig zal zijn. 

a) Geef de kansverdeling fyn) van N. 

b) Bereken EN. 


Een vaas bevat één rode en één witte bal. Men trekt aselect één 
bal en vervolgens legt men twee ballen van de getrokken kleur 
terug. Deze procedure wordt net zo lang herhaald totdat de eerste 
witte bal er uitgetrokken wordt. 

a) Geef de kansverdeling fyn) van N. 

b) Bereken P(N2n) 

c) Bereken P(N2nl N2m) 

d) Bereken EN. 


Laat X een stochastische variabele op de kansruimte (Q,p) Zijn 
met kansverdeling f, en bereik X(a) =INU {0}, 


Óo 
Laat zien dat EX = 5 P(X>x), 


In een vaas zitten N ballen genummerd 1s...sN. Men trekt aselect 
met teruglegging n ballen uit de vaas. Definieer de stochastische 


variabele X als het grootste getrokken getal. 


Geef de kansverdeling van X. 








35 . 


36. 


38, 


s 
ze 
39 
® 
De 


OPGAVEN KANSREKENING 


Bewijs dat 

a) var(Xta) = var(X) 

b) var(X) = E(X)-(EX)? 

c) eovlX,Y) = E(XY)-(EX) (EY) 


b) en ec) zijn vaak handig bij de berekening van variantie 
en covariantie! 


De verdeling van X heet symmetrisch om c als fylotx)e f‚ (e-X). 
Toon aan dat, als de verdeling van X en is a ec en 


X en Y zijn stochastische variabelen, Z = X + Y, 
Laat zien dat cov(X,2) = var(X) + cov(X,Y). 


Uit een vaar met n rode en N-n zwarte ballen worden aselect 
zonder teruglegging r ballen getrokken. De stochastische 
variabele X geeft het aantal rode ballen in deze steekproef 
aan. 

a) Geef de kansverdeling van X. 

b) Bereken de verwachting van X. 

Hint bij b): Schrijf X als de som van r eenvoudige stochas- 
tische variabelen. 


X heeft de uniforme verdeling op {1,2,...aN}, d.w.z. 
ED zj Cielo). 
Bereken EX en var X. Ke 1? = k(k+1)(2k+1)/6) 


We beschouwen het experiment waarbij 2 maal met een dobbel- 

steen wordt gegooid. X is het aantal ogen op de eerste en 

Y het aantal ogen op de tweede dobbelsteen. | 

a) Bereken EX, EY, cov(X,Y) en p(X,Y) (de correlatie coëfficiënt). 

b) Bereken dezelfde grootheden voor het experiment waarbij het 
‚geval van gelijke uitkomsten buiten beschouwing wordt gelaten. 
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OPGAVEN KANSREKENING 


De (continue) stochastische variabelen X en Y hebben de volgende 
simultane kansdichtheid. 
fx‚y(xsy) = c als OSxSysS1 

= 0 elders. 


a) Bereken c. 


_b) Bereken de (zo geheten marginale) kansdichtheden Ey) en fyly). 


Cc) Bereken EX, EY, var X, var Y, cov(X,Y) en p(X,Y). 


De cumulatieve verdelingsfunctie F, van een stochastische variabele 


X wordt gedefinieerd door 

Fylx) = P(X Sx) | 

a) Laat zien dat voor een continue stochastische variabele X met 
kansdichtheid fy geldt 

aF(x) 


f(x) = Ie 


b) Laat Y = aX+b (a>0). Toon aan dat 





DD F,(x) = F, (22 Si 
ú) fy) = = £,) 
1 -Jx? 
X heeft de standaardnormale verdeling, d.w.z. f‚(x) = Zn e & 
TI 
Bereken EX* (gebruik partiële integratie). 
| JEE) | 

De verdeling met kansdichtheid f(x) = zc ad (oa>0) heet 
de normale verdeling met parameters u en oc?. Deze verdeling wordt 
aangeduid met N(u,0°). Laat X deze nada hebben. 
a) Toon aan dat Ak standaardnormaal verdeeld is. | 
b) Bereken EX en var(X). 
Xjoe ee sXn hebben de volgende kansdichtheid. 

| … ae 
ns Kr ree rak) = 6 als voor alle i OSx, <0 

= 0 elders. 
zi 

a) Laat zien dat fy (x) = 6 als EDEN 
n J = 0 elders is 
b) Laat Ze max(Xyse..sXj). Bereken F‚(z), fo (z), EZ en var(Z). 


ZeO. Ze 


U6. X en Y hebben de volgende simultane kansdichtheid 


EK ek TR he BE dn \/ Ee. | 
Ey, yy) ee 5 (x*+y 2oxy)/ (21 p )), 
î Anvig® | 
a) Laat zien dat de marginale verdeling van X de standaardnormale 
verdeling heeft. (Hetzelfde geldt natuurlijk voor Y.) 
7, Db) Laat’ zien dat p(X,Y) = Pp. 
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OPGAVEN KANSREKENING 


In een doos zitten n briefjes genummerd 1 t/m n. Uit deze doos 
worden aselect zonder teruglegging twee briefjes getrokken. De 
stochastische variabelen X en Y corresponderen respectievelijk 
met het nummer op het eerste en het tweede briefje. | 

a) Bereken E X[Y | 


b) Toon m.b.v. a) aan dat EX = E[E[X[Y]]. 


X en Y zijn onderling onafhankelijke continue stochastische 
variabelen. ben W zijn functies van RMR. Toon, direct uit de 
definitie van onafhankelijkheid, aan dat 


Eb(X)W(y) = EH(X)EU(Y). 


De stochastische variabele X correspondeert met het aantal ogen 
bij een worp met een zuivere dobbelsteen. De stochastische 
variabele Y is gedefinieerd door Y = |X-34|. Laat zien dat X en 
Y niet onafhankelijk zijn, maar dat desondanks cov(X,Y) = 0. 
Kgoe een is een rij onderling onafhankelijke stochastische 

in es En ed 
variabelen. P(X;=j) = £ Voor j = 1,...,6. En ROA X.. 
Vind, m.b.v. de ongelijkheid van Tchebychev (stelling 3.4.3) een 
getal N zodanig dat voor alle n 2 N 


PCZ dpd) < 0,01. 


a) X en Y zijn onderling onafhankelijke stochastische variabelen 
met waardenbereik iN U {0}. Z = X+Y. Toon aan dat 
7 
f‚(z)= L Ey(y)flzey). 
y=0 
b) X en Y zijn onderling onafhankelijke stochastische variabelen. 
X heeft de Poissonverdeling met parameter À. 
Ge sE foe Aen en Y de Poisson-verdeling met parameter u. 
Gebruik a) om aan te tonen dat Z = X + Y de Poisson-verdeling 


met parameter (A+u) heeft. 


Ks X en Z zijn onderling onafhankelijk stochastische variabelen met 
dezelfde geometrische verdeling. 
(Ex) = fx) hol) S GLsp)pss zelda) 
Bereken: a) P(Xz=Y) 
bj PX 2Y) 
ce) PLLFY SZ); 





. en nn en en en en en en en en te en a nn nn en en nn nn en en en en nn en mn nn men ve a …_ ep ED DG ED 


De getallen tussen [ | geven het aantal punten per onderdeel 


aan. Het cijfer is het totaal aantal punten gedeeld door 4. 


Er wordt met 5 eerlijke dobbelstenen gegooid. 
Daarbij worden de volgende gebeurtenissen gedefinieerd. 


A: Het aantal ênen is gelijk aan 1. 


B: Het aantal tweeen is gelijk aan 2. 





ay bereken P(A), p(B),ptE). [5] 


b) Bereken p(B|A), PSK) en stem). | [5] 


In een doos zitten n briefjes genummerd 1 t/m n. 

Uit deze doos worden (aselect) zonder teruglegging 
achtereenvolgens m briefjes getrokken (l Sm Sn). 

X is de stochastische variabele die het getal aangeeft 
op het briefje dat als i-de getrokken wordt. 


a) Bereken de kansverdeling van X,, EX, en var (X,) [3]. 


b) Bereken de simultane kansverdeling van (Xj0X5) (i fj). 
Laat zien dat cov(X,,X) = „a en bereken 
o(Xjr Xi) (de correlatie-coefficient). [ 4] 
mm | | 
c) BS Be Bereken ES, en var (S…)- [ 3] 
k 
Gebruik bij opgave 2 de relatie à 1 = k(k+1) (2k+1) /6 
l=1 


Xjreeer dk zijn onderling onafhankelijke continue 
stochastische variabelen met kansdichtheid 
f(x) =e * Xx > 0 


Xi 
= 0 x & 0. 
a) Bereken p(X, > Xx). [ 2] 
b) Z = minimum (Xjree-rXj)« Bereken p(Z > z). [ 3] 
c) Bereken F‚ (2), £‚ (2), EZ, var(Z). [5] 


amok dchkhand 
De stochastische variabele X heeft de volgende verdeling 
P(X=k) = (l-p) (k+I)DE Kk = 0,1,2,..…. 
a) Bereken de kansgenererende functie Ò,(s), EX en var X. [ 6] 


b) 2 = en Bereken EZ en var(Z). | [4] 


en GED en St GD ap CD ee CU U GD ve en 


